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Oz

Bu ¢aligmada, izotropik ve homojen malzemeden yapilmis, dikdortgen profilli eksenel simetrik olan ince
bir dairesel kanatgiktaki sicaklik dagilimi ve 1sil gerilmeler Tamamlayici Fonksiyonlar Metodu ve
Pseudospectral Chebysev Metodu kullanilarak elde edilmistir. Her iki sayisal yontem de, Bessel
fonksiyonlar1 ve termoelastik teori kullanilarak elde edilen analitik sonuglarla karsilastirilmigtir. Bu
sayisal yontemlerin farkli boliintii noktalar1 icin hata analizleri Oklid normu kullanilarak gosterilmistir.
Pseudospectral Chebysev yonteminin nokta sayisinin artmasi ile analitik sonuca daha hizli bir sekilde
yaklagtig1 goriilmistiir.

Anahtar Kelimeler: Dairesel kanatcik, 1s1l gerilmeler, Tamamlayici fonksiyonlar yontemi,
Pseudospectral Chebysev yontemi

Numerical Simulation on Thermal Stresses in An Annular Fin Made of Isotropic
Material

Abstract

In this study, temperature distribution and thermal stresses of an axisymmetric thin annular fin with
rectangular profile made of isotropic and homogeneous material are determined by using Complementary
Function Method and Pseudospectral Chebyshev Method. Both of the methods are compared with
analytical results obtained using Bessel functions and thermoelastic theory. Error analysis of these
numerical methods at different partition points is shown using Euclidean norm. It is observed that
pseudospectral Chebysev method approximates to the analytical results more rapidly with increasing the
number of points.

Keywords: Annular fin, Thermal stresses, Complementary function method, Pseudospectral Chebysev
method
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Lotropik Malzemeden Yapilmis Dairesel Kanatciklardaki Isil Gerilmelerin Sayisal Modellemesi

1. GIRIS

Cesitli uygulamalarda transfer edilen 1s1 miktarini
artirmak icin tasarlanan genigletilmis yiizeylere
kanat¢cik  adi1  wverilir.  Birgok  endiistriyel
uygulamada 1s1 transfer elamani olarak kullanilan
kanatciklar; 1sinin transfer edildigi yiizey boyunca
paralel uzanan uzunlamasina kanatgiklar, belirli
mesafelerle  yerlestirilmis  dairesel ve diiz
kanatgiklar ile igne tipi kanatgiklar gibi farkl
kesitlerde ve dikdortgen, tiggen, konkav, konveks
gibi farkli profillerde olabilirler. Kompakt bir
yapiya sahip olmasi, 1s1l performansinin iyi olmasi
ve birgok kanatgik profiline gére liretim
maliyetlerinin diisiik olmasi sebebi ile igten
yanmali motorlarda, kompresorlerde, 1s1 esanjorii
vs. gibi baz1 uygulamalarda dairesel kanatgiklar
yogun bir sekilde kullanilmaktadir [1-3].

Is1 transferi esnasinda kanatgikta olusan sicaklik
farklari, kanatgik iizerinde 1sil gerilmelerin
olusmasina sebep olmaktadir. Isil gerilmeler ise
siinme, yorulma, catlak ve catlak ilerlemesi gibi
kanat¢ik Omriinii azaltan mekanik kusurlara yol
acmaktadir. Bu nedenle uygun malzeme se¢imi ve
dogru kanatgik tasariminin yapilabilmesi i¢in 1sil
gerilmelerin = de  belirlenmesi  gerekir  [4].
Kanatciklarda 1s1l gerilmeler, analitik yontem,
Pertiibrasyon yontemi gibi yaklagim yontemleri ya
da sayisal yoOntemlerden birisi kullanilarak
belirlenebilir [5].

Bu calismada homojen ve izotropik malzemeden
yapilmis, kalinlig1 ihmal edilen, dikddrtgen profilli
dairesel bir kanatciktaki sicaklik dagilimlar1 ve 1sil
gerilmeler Tamamlayict Fonksiyonlar Metodu ve
Pseudospectral Chebysev Metodu gibi farkli iki
sayisal yontem kullanilarak belirlenmistir. Her iki
sayisal yontem’de, Bessel fonksiyonlar1 ve
termoelastik teori kullanilarak elde edilen analitik
sonuglarla karsilagtirtlmistir. Bu sayisal yontemler
icin analitik sonuglara goére farkli boliinti
sayilarindaki maksimum hata miktarlart Oklid
normu kullanilarak gosterilmistir.

2. ONCEKI CALISMALAR

Kanatciklarda 1s1 transferi ile ilgili analizler
yapilirken, birgok miihendislik probleminde
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oldugu gibi bazi kabuller ve varsayimlar yapilir.

Gardner [6] c¢alismasinda bu kabul ve
varsayimlardan  bahsetmis,  degisik  tlirdeki
kanatgiklarin verimlerini bulmustur.

Literatiirde, kanatgitk verimi ve etkinliginin

incelenmesi, kanatcik boyutlarinin ve profilinin
optimizasyonu ile ilgili olduk¢a fazla calisma
mevcuttur [7-35].

Isil iletkenligin sicaklikla degistigi dairesel bir
kanatgiktaki 1s1l gerilmeler, Mallick ve arkadaslari
[4] tarafindan analitik bir yaklasim ile
¢ozilmistir. Kanatgiktaki sicaklik dagilimlar
homotopi perturbasyon yontemi kullanilarak
bulunmus, 1s1l gerilmeler ise direk integrasyon ile
elde edilmistir.

Tabaninda zamanin iistel fonksiyonuna baglh
olarak azalan 1s1 akisina maruz kalan dairesel bir
kanatgiktaki gecici 1s1l gerilmeler Wu [5]
tarafindan incelemistir. Sicaklik dagilimini idare
eden denklem Laplace uzayinda Keller ve Keller'in
istel benzeri ¢Oziim teknigi ile ¢Oziilmiis,
kompleks kontur integrasyonu ve rezidii teoremi
kullanilarak ters Laplace doniisimii yapilmistir.
Elde edilen sicaklik dagilimina, elastik teori
entegre edilerek kanatgiktaki 1s1l  gerilmeler
belirlenmistir.

Isil iletkenligin sicaklikla, 1s1 transfer katsayisin ise
yarigap ile degistigi, yiizeyinde ve kanatcik ucunda
konveksiyon ve 1sima ile 1s1 transfer durumunun
oldugu dairesel bir kanatgiktaki 1si1l gerilmeler Yu
ve Chen [35] tarafindan Taylor doniisim metodu
ve termoelastik teori kullanilarak ¢oziilmistiir.

Yiizeyinde ve kanat¢ik ucunda konveksiyon ve
1s1ma ile 1s1 transfer durumunun oldugu dairesel bir
kanatgiktaki gecici 1s1l gerilmeler Yu ve Chen [36]
tarafindan Taylor doniisimii ve sonlu farklar
yaklagiminin birlesimi olan hibrid bir yontem ile
termoelastik teori kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Tabaninda zamanin iistel fonksiyonuna bagl
olarak azalan 1s1 akismma aniden maruz kalan,
termomekanik birlestirme etkisinin gbz Oniinde
bulunduruldugu dairesel bir kanat¢igin
termoelastik davranisi, Yang ve Chu [37]

C.U. Miih. Mim. Fak. Dergisi, 33(3), Eyliil 2018



tarafindan incelenmistir. Sicaklik dagilimi ve 1s1l
gerilmeler Laplace uzayinda Bessel fonksiyonlar
kullanilarak elde edilmis ve Fourier doniistimii
uygulanilarak zaman uzayimndaki sicaklik dagilimi
ve gerilmeler bulunmustur.

Is1 transfer katsayis1 kanatcik yaricapina bagh
olarak  degisen, tabaninda zamanin {stel
fonksiyonuna bagli olarak azalan 1s1 akisina aniden
maruz kalan, termomekanik davramigin dikkate
alindig1 dairesel bir kanatciktaki gecici 1sil
gerilmeler Lee ve arkadaslari [38] tarafindan
Laplace doniisiimii ve sonlu farklar ydnteminin
birlesimi olan hibrid bir yontem kullanilarak
Laplace uzayinda bulunmustur. Daha sonra matris
benzerlik doniisimii yontemi ve Fourier serileri
kullanilarak ger¢ek uzaya dontilmiistiir.

Isil olarak dengeye wulasmis, 1s1l iletkenligin
sicaklikla  degistigi, yiizeyinde ve wucunda
konveksiyon ve 1simayla 1s1 yaymiminin oldugu,
dogrusal olmayan sinir kosullar altindaki dairesel
bir kanatgiktaki sicaklik dagilimi Chiu ve Chen
[39] tarafindan Adomian ¢ift bozunma yontemi ile
¢Oziilmiis, 1s1l  gerilmeler ise  dogrudan
integrasyonla elde edilmistir.

Isil iletkenligin sicaklikla degistigi, periyodik 1s1
transferi smir kosulu altindaki bir dairesel
kanatciktaki gecici 1sil gerilmeler Chiu ve Chen
[40] tarafindan incelenmistir. Sicaklik dagilimi
Adomian bozunma yontemi ile yaklasik olarak
¢cOziilmils, gecici 1sil gerilmeler ise direk
integrasyonla elde edilmistir.

Kanatcik yiizeyinde ve ucunda konveksiyon ve
1sima ile 1s1 yaymimin oldugu, 1sil iletkenligin
sicaklikla degistigi, dikdortgen profilli dairesel bir
kanatgiktaki 1s1l gerilmeler ve sicaklik dagilimlari
Wang ve arkadaslar1 [41] tarafindan hibrid ara
deger fark yontemi kullanilarak sayisal olarak

incelenmistir.

Uniform olmayan sicaklik degisimine maruz kalan
Fonksiyonel  Derecelendirilmis ~ Malzemeden
(FDM) yapilmis donen bir diskteki termoelastik

analiz, Titinci ve Temel [42] tarafindan
incelenmistir.  Termomekaniksel — Ozelliklerin,
kalinligm  ve  sicakligmm  konuma  bagh
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degigmesinden dolay1 olay1 yoneten diferansiyel
denklemler degisken katsayili olarak elde edilmis
ve bu diferansiyel denklemler sayisal bir yontem
olan Tamamlayici Fonksiyonlar Metodu (TFM) ile
¢Ozilmiigtir. Yontemin dogrulugu, homojen
malzemeden yapilmis donen diskteki analitik
¢Oziim ile TFM ¢oziimiim karsilagtirilmasi ile test
edilmigtir. TFM'nin donen disklerin 1s1 iletimi ve
termoelastik  analizinde verimli bir sekilde
kullanilabilecegi gosterilmistir.

Tabaninda zamanin iistel bir fonksiyonu olarak
azalan 1s1 akisima maruz kalan dairesel bir
kanatgikta gegici 1s1l gerilmeler Bas ve Keles [43]
tarafindan incelenmistir. Sicaklik dagilimi Laplace
uzayinda analitik olarak ¢6ziilmiis, Durbin’in
modifiye edilmis ters Laplace doniisiim metodu
kullanilarak gergek uzaydaki sicaklik dagilimlar:
elde edilmistir. Sicakliga bagli gerilmeler elastik
teori ve sicaklik dagilimlarinin birlestirilmesi ile
bulunmustur.

3. MATERYAL VE METOT
3.1. Materyal

Dairesel kanatgiktaki (Sekil 1) sicaklik dagilimini
ve 1s1l gerilmeleri idare eden denklemler ile ilgili
sinir kosullarini belirlemek i¢in asagidaki kabuller
yapilmistir;

e Kanatgigin eksenel olarak simetrik bir yapiya
sahip oldugu,

e Kanatgigin her yerinde kalinligin aynm1 ve bu
kalinligin kanatgik capma gore cok kiigiik
oldugu,

e Kanatgik yiizeyinde sadece tasima ile 1s1
yaymimi oldugu, 1sima ile 1s1 yayiniminin
ihmal edildigi,

e Cevre sicakligi ve 1s1 transfer katsayisinin
sabit oldugu,

e Kanatgigin herhangi bir noktasinda zamana
baghh sicaklik degisimi olmadigi, yani
kanat¢igin kararli duruma ulastigi,

e Kanatgik icerisinde herhangi bir 1s1 kayb1 ya
da iretimi olmadigi,

e Kanatgikta i¢ kuvvetlerin, ylizeylerinde ise
traksiyonun olmadig1 varsayilmistir.
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Sekil 1. Dairesel kanatgik

3.2. Isil Gerilmelerin Formiilasyonu

Kanatcik tizerindeki sicaklik farklari, kanatgikta
farkli 1s1l genlesmelere ve neticesinde ise kanatcik
iizerinde gerilme, gerinme ve deplasmana sebep
olmaktadir. Kanatcikta i¢ kuvvetlerin olmadigi,
yiizeylerinde ise traksiyon olmadigt varsayilan,
eksenel simetriye sahip, kalinlig1 ince olan dairesel
bir kanatcik icin gerilme-gerinme sicaklik iliskisi,

gerilme denge denklemi, gerinme ve sinir
kosullarin1  modelleyen denklemler asagidaki
sekilde verilmistir.
Sicaklik-gerilme-gerinme iliskisi:
! 1
8r=E(6r-VG¢)+(xT (1)
L (oyvo ) baT @)
8¢—E G¢-V0r o
ya da
E
o2 [sr+vs¢- (1+v) aT] 3)
E
%= T2 [s¢+vsr- (1+v) aT] )
Gerilme denge denklemi:
do, o,c
—+ T2 (5)
dr r
70

Gerinme yer degistirme denklemleri:

du
= 6
B (6)
u
8¢: ; (7)
ve traksiyonun olmadigi sinir kosullari;
c,(a)=0 (3)
c,(b)=0 )

seklindedir [44]. Burada, a ve b kanatgik i¢ ve dis
yari ¢api, r ve ¢ polar koordinatlari, o, ve oy
radyal ve tegetsel gerilmeleri, &, ve €4 radyal ve

tegetsel gerinmeleri, E elastisite modiiliini, o
lineer 1si1l genlesme katsayisini, T sicaklik, v

Poisson  oranmmi, u radyal  deplasmanm
gostermektedir. Boyutsuz parametreler
u o, O r _u
= S =— == = — =
8(1) T s T E s S¢ E s é a ) u a
2 R
R= 2_ 2ha _ (T Too)
’ 5k (Ty-T-)
Xza(Tb'Too)

kullanilarak boyutsuz gerilmeler, boyutsuz denge
denklemi ve boyutsuz sinir kosullart

1 T,
ST [gﬁvg‘i"(m)xw ToT, )] (10)
Sy= S 0t

¢_1-_v2[8¢ ver (IO = )] (11)
as, S-Sy _ -
g &

du 13
&= dé ( )
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u

fg (14)
S,(1)=0 (15)
S:(R)=0 (16)

seklinde elde edilir. Burada, S, ve Sy boyutsuz
gerilmeleri, § boyutsuz yarigapr, U boyutsuz
deplasmani, R boyutsuz dig yarigapi, N boyutsuz
parametreyi, 0 boyutsuz sicakligi, x boyutsuz 1sil
genlesme katsayisini, T, ve T, ise sirast ile

kanatcik taban ve g¢evre sicakligmi ifade
etmektedir.

Esitlik  13-14  denklemleri, Esitlik  10-11
denklemleri  igerisinde  yerine  konulursa,

deplasmana ve tiirevine bagli boyutsuz gerilme
denklemleri

sf%[@“g YO | (17)
1-v d& & Tb'Too
S_l ﬁ+dﬁ . T,
¢—1.—vz[g vae Tb-TQ] (18)

seklinde elde edilir. Esitlik 17 ve 18 denge
denklemi 12’de yerine yazilirsa, deplasmana bagl
ikinci  derecenden homojen olmayan adi
diferansiyel denklem

(19)

elde edilir. Buradaki ( )’ ifadesi &’ye gore tiirevi
gostermektedir. Boyutsuz radyal gerilme igin
tanimlanmig sinir kosullar1 (15-16) kullanilarak
sinir  kosullarindaki ~ deplasman  degerleri,
gerilmelerin deplasmana bagli denklemlerinden
(17-18)

[ﬁ’+v g] . =(1+v)x(6(1)+ TbT_O;w ) (20)
.. u w
[u +v E] =(1+v)x(6(R)+ T.T. ) (21)

E=R
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seklinde elde edilir.
3.2. Sicaklik Dagiliminin Formiilasyonu

Isil olarak kararli bir duruma ulagmis, sadece
konveksiyonla 1sil iletimin oldugu, c¢evre
sicakliginin sabit varsayildigi ve i¢ 1s1 tiretiminin
ve tiiketimin olmadig: diisliniilen eksenel simetriye
sahip ince dairesel bir kanatciktaki enerji denge
denklemi ve sinir kosullari [45]

d’T 1dT 2h

I T )= (22)
dr? * rdr k& (T-T.,)=0

T(a) =T, (23)
T'(R)=0 (24)

seklinde ele alinmistir. Boyutsuz parametreler igin
boyutsuz enerji denge denklemi ve sinir kosullari
asagidaki gibi elde edilir.

&0 1d0

28 N 25
AT =0 23)
a(1)=1 (26)
0'(1)=0 (27)

3.3. Tamamlayici Fonksiyonlar Metodu (TFM)

Tamamlayic1 Fonksiyonlar Metodu (TFM), siur
deger problemini, birinci mertebeden baslangig
deger problem sistemine doniistiiren bir yontemdir
[46-48]. Bu doniisiimden sonra elde edilen
sistemlerin ¢oziimii igin, birinci mertebeden
baslangic deger problemlerinin ¢dziimiinde hassas
sonuglar veren Runge-Kutta tipi yOntemler
kolaylikla uygulanabilir.

3.3.1. Sicakhk Dagilimmmm TFM ile
Edilmesi

Elde

Isil iletkenligin radyal yonde degistigi dairesel bir
kanatgiktaki boyutsuz enerji denge denklemi
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L1
0 +—0-N?6=0 (28)

g

seklinde ele alinmisti. Bu ikinci mertebeden adi
diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

0=a;0;, i=1,2 29)
seklindedir. Burada, 6; (i =1,2) homojen
¢ozlimleri, a; (i = 1,2) ise siir kosullar1 (26-27)
kullanilarak belirlenecek olan sabitleri ifade
etmektedir. TFM yonteminde Oncelikle ikinci
mertebeden sinir problemi (28),

91=Z§i)

9;=Z§i) (30)

doniigiimleri  kullanilarak  birinci  mertebeden

denklem sistemine

(@)%

iy _ 1,0 20

(z") =5z Nz (31)

2

dontstiiriiliir. Dogrusal bagimsizlig: da saglayacak
sekilde Kronerker delta baslangic kosullari [47]
altinda

M_ . 32
ZJ _Sjia J,I—I,O ( )
denklem sisteminin ¢Oziimii esit mesafelerde
boliinmiis noktalardaki 6; ve 6, degerleri igin
besinci derece Runge-Kutta yontemi kullanilarak
elde edilir. TFM ile elde edilen sonuglar ve sinir
kosullar1 (26-27) kullanilarak

0,(1) 0,(1)
[e’i(l) 92(1) [2;]:[(1)]

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu sistem
¢oziiliirse, aranan a, ve a, sabitleri bulunacaktir.

(33)

3.3.2. Isil Gerilmelerin TFM ile Elde Edilmesi
Deplasman i¢in ikinci derecenden homojen

olmayan adi diferansiyel deklemin (19) genel
¢Ozimi
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u=butu,, =12 (34)
seklinde yazilabilir. Burada, #; (i=12)
homojen ¢oziimleri, &, 6zel ¢oziimii, b; (i = 1,2)
ise sinir kosullart (20-21) kullanilarak belirlenecek
olan sabitleri ifade etmektedir. TFM yonteminde
homojen ve 6zel ¢oziim ayrt ayri ele alinmahdir.
Ikinci mertebeden sinir probleminin (19) homojen
¢Oziimi i¢in
5=z
1‘1}=Z§D (35)
doniisiimleri, 6zel ¢oziim igin ise

0,2

(36)

0=z

doniistimleri kullanilirsa, homojen kisim
birinci mertebeden denklem sistemi

i¢in
()20

oy 1,7 1 g

1 1

(23)=-22 +37, 37)
€, &

ve Ozel kisim ig¢in birinci mertebeden denklem

sistemi

(ng)' —7®

O DRI :
(ng)) =-Z +§Z$)+(1+V)Xe (38)

5

elde edilir. Sicaklik denkleminin ¢6ziimiinde de
oldugu gibi, homojen ¢6ziim i¢in dogrusal
bagimsizlig1 da saglayacak sekilde Kronerker delta
baslangi¢ kosullar1 [47] altinda

O_ sl 39
Z_] _Sji! _],1—],0 ( )

6zel ¢oziim igin de
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almarak denklem sistemlerinin ¢Oziimii, esit
mesafelerde boliinmiis noktalardaki g, 4, ve i,
degerleri i¢in besinci derece Runge-Kutta yontemi
kullanilarak elde edilir. TFM ile elde edilen
sonuglar ve sinir kosullar1 (20)-(21) kullanilarak

A R -

- 41
Ay Ay Ayl IRHS, 1)

dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu sistem
¢Oziiliirse, aranan b, ve b, sabitleri bulunur.
Burada,

u o _, 1—12
A“: u1+V_ A12: [u2+V_]

- §<§:1 s S &l

[ U] . uq
A= |uptv— Ay = [u1+v—]

) a“gzl B E §&=R

Ty L,
A22— u2+V— A23= [up+V_]

=, el oy
A

XTy
RHS;=(1+ ,
1=(14v) T,-T,

T,
RHS,=(14v)x (9(R)+ = )

degerlerini almaktadir.
3.4. Pseudospectral Chebyshev Yontemi (PCY)

Pseudospectral Chebyshev yontemi, bir veya
birden fazla bagimsiz degiskene gore elde edilmis
diferansiyel denklemi dogrusal veya dogrusal
olmayan denklem sistemine doniistiiren bir
yontemdir [49,50,51]. Daha az sayida nokta
kullanarak yiiksek hassasiyet elde etme prensibine
dayanan bu yontemdeki oOrgii noktalari, sinira
yakin bolgelerde orta noktalara gore daha sik
olacak sekilde secilir. Bu tanima uyan, yani sinir
noktalarinda daha fazla 6rgili noktalarina sahip olan
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Chebyshev noktalari

jmy -
Xj=CO0s (ﬁ) , j=0,1,23 ...N
kullanilarak ~ birinci  dereceden =~ Chebyshev
diferansiyel matrisi D hesaplanabilir. Elde edilen
Chebyshev diferansiyel matrisi ile vektoriin sonlu
saytda  carpimi  ile  vektdriin  tiirevleri
! = . " = 2 . .
V(xj) (DV);,v (xj) (D V)j yiiksek hassasiyetle
elde  edilir. ~ Burada V =[V,..,]", x
noktalarindaki vektor verileridir.

Chebyshev tiirev matrisinin hesaplama prosediirii
ve m-dosyasi Trefethen [50] tarafindan verilmis,

boltntileme  noktalar1  x; sagdan  sola
numaralanmis ve [—1,1] araliginda tanimlanmustir.
Matlab m-dosyasinda kiigiik bir revizyonla
herhangi  bir araliktaki D  tlirev  matrisi

hesaplanabilir.

3.4.1. Sicakhk Dagilmmmn PCY ile
Edilmesi

Elde

Homojen bir dairesel kanat¢iga ait enerji denge
denklemindeki (25) birinci ve ikinci mertebeden

tirevler, =~ Chebyshev  diferansiyel = matrisi
kullanilarak
0 .\ [d0” . ]
2@ o)) [ )
c@| 9G] S| [9E)
. . - l=p?| -

=D s

| .
lo(z,)]

I | .|
2] 1G]

5 &)

ayriklastirilirsa, sistemi modelleyen diferansiyel
denklem (25),
L,6=0 (42)
seklinde lineer denklem sistemine doniisiir. Bu

denklem sistem matrisine sinir kosullart (26-27)
entegre edilirse asikar olmayan ¢oziim elde edilir.
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Burada gegen L, lineer operatdrii asagidaki ifadeye
esittir.

L,=ED*+D-EN?
3.4.1. Deplasmanin PCY ile Elde Edilmesi

Sicaklik dagilimina benzer sekilde, deplasman
denklemindeki (19) birinci ve ikinci mertebeden
tirevler, =~ Chebyshev  diferansiyel = matrisi
kullanilarak ayriklastirilirsa, sistemi modelleyen
difransiyel denklem (19),
L,6=RHS(®) (43)
seklinde lineer denklem sistemine doniisiir. Bu
denklem sistem matrisine sinir kosullart (20-21)
entegre edilirse asikar olmayan ¢ézliim elde edilir.
Burada gecen L, lineer operatorii ve RHS(§) sag
taraf fonksiyonu olup asagidaki verilen ifadelere
esittir.

L —D2+1D !

RHS(&)=(1+v)yDO
4. ARASTIRMA VE BULGULAR

Homojen ve izotropik malzemeden yapilmis,
kalinlig: ihmal edilen, eksenel simetriye sahip, 1sil
olarak kararli duruma ulagmis, dikdortgen profilli
dairesel bir kanatgiktaki sicaklik dagilimlart Bessel
fonksiyonlar1  kullanilarak [2], 1s1l  gerilme
dagilimlari ise termoelastik teori kullanilarak elde
edilmistir [44]. Bu ¢alismada kullanilan sayisal
yontemlerle analitik sonuglarin karsilagtirilmast,
her iki sayisal yontem i¢in farkli boliintii noktalar
kullanmas1 sebebi ile, Cizelge 1 ve Cizelge 2°de
ayrt ayrt verilmistir. Cizelge 1 ve Cizelge 2
olusturulurken boyutsuz dis yaricapt R=Z,
boyutsuz parametre N>=0,6, Poisson orani v=0,30
ve boyutsuz sl genlesme  parametresi
x=11,3x10"*, ortam sicakligi T,=273°K ve taban
sicakligr T,=373°K olarak alinarak parametrelerin
tek seviyesi Tlzerinden hesaplamalar yapilmis,
kullanilan metodolojilerin dogrulugu
gosterilmistir. Parametrelerin farkli seviyelerinin
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karsilastirilmasi ileriki bir ¢alisma konusu olarak
ele alinabilir.

Cizelge 1’de TFM ve analitik ¢ozliimle elde edilen
sonuglar, Cizelge 2’de ise PCY ile analitik
¢oziimle elde edilen sonuglar kiyaslanmistir. Her
iki tablo olusturulurken 10 adet boliintii noktasi
kullanilmastir.

Cizelge 1 ve Cizelge 2 incelendiginde TFM ve
PCY ile elde edilen boyutsuz sicakliklarin
virgiilden sonra 7 basamaga kadar ayni sonuglari
verdigi goriilirken, PCY ile elde edilen boyutsuz
radyal ve tegetsel gerilme degerlerinin, TFM’ye
gbre analitik sonuca daha yakin degerler aldigi
gbzlemlenmistir.

Cizelge 3 dairesel kanatgiktaki farkli boliinti
sayilarina gore PCY ve TFM’nin hata miktarin
gostermektedir. Bu ¢alismada hata analizi Oklid
normuna gore yapilmistir.

Cizelge 3 incelendiginde kiigiikk  boliintii
sayilarinda boyutsuz sicaklik dagiliminda TFM ile
daha diisiik hatalar elde edilirken, 1s1l gerilmelerde
PCY ile daha diisiik hatalar elde edilmistir. Daha
bliylik bolintii sayilarinda ise hem sicaklik
dagilimida hem de 1s1l gerilme dagiliminda PCY
ile daha diisiik hatalar elde edilmistir.

Boliintii sayisinin artmasi ile birlikte hem TFM
hem de PCY c¢oziimlerde hata miktar1 diigerken
PCY deki azalma TFM’ye gore ¢ok daha hizlidir.

5. SONUCLAR

Homojen ve izotropik malzemeden yapilmis,
kalinlig1 ihmal edilen, eksenel simetriye sahip, 1sil
olarak kararli duruma ulagmis, dikdortgen profilli
dairesel bir kanatgiktaki sicaklik dagilimlart ve 1sil
gerilmeler Tamamlayict fonksiyonlar metodu
(TFM) ile Pseudospectral Chebyshev yontemi
(PCY) kullanilarak ¢oziilmistiir. Sayisal sonuglar,
Bessel fonksiyonlar1 [2] ve termoelastik teori [44]
kullanilarak elde edilen analitik sonuglarla
karsilastirilmistir. Sonug olarak:

e Dairesel bir kanatgik icin sicaklik dagilimi
belirlenirken hem TFM hem PCY gecerli bir
yontemdir.
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* Dairesel ) bir kanatgikta sl gerilmelerin - @ PCY yontemi ile daha fazla boliintii noktas:
belirlenmesinde  TFM  kullamlarak  hassas  kyllanilarak  analitik  sonuglara daha  hizli
sonuglarm elde edilebilmesi i¢in PCY’ye gbre  yaklagildigi goriilmiistiir.
daha fazla boliintii noktasi kullanilmalidir.
Cizelge 1. Homojen dairesel kanatgikta analitik ve TFM ¢6zlimiiniin kargilagtirmasi
9 S, x10™* Sy x107
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1,0 1,0000000 1,0000000 0,0000000 0,0000000 -0,1134925 -0,2429288
1,1 0,9355022 0,9355022 -0,1626467 -0,1777055 -0,0372610 -0,1522757
1,2 0,8819954 0,8819954 -0,2363053 -0,2598703 0,0196789 -0,0835966
1,3 0,8378596 0,8378596 -0,2555317 -0,2831857 0,0621365 -0,0313915
1,4 0,8018418 0,8018418 -0,2419763 -0,2706208 0,0933483 0,0080521
1,5 0,7729594 0,7729594 -0,2095792 -0,2369470 0,1155629 0,0373218
1,6 0,7504337 0,7504337 -0,1675180 -0,1918715 0,1303829 0,0582683
1,7 0,7336438 0,7336438 -0,1219466 -0,1418849 0,1389733 0,0722422
1,8 0,7220933 0,7220933 -0,0770544 -0,0913877 0,1421931 0,0802445
1,9 0,7153861 0,7153861 -0,0357323 -0,0433968 0,1406811 0,0830246
2,0 0,7132083 0,7132083 0,0000000 0,0000000 0,1349131 0,0811458
Cizelge 2. Homojen dairesel kanatgikta analitik ve PCY ¢6ziimiiniin kargilagtirmasi
e S.x10* Sy x10°7
Analitik Sayisal Analitik Sayisal Analitik Sayisal
1,0000000 1,0000000 1,0000000 0,0000000 0,0000000 -0,2429289 -0,2429288
1,0244717 | 0,9830955 0,9830955 -0,0550517 | -0,0550555 | -0,2183212 | -0,2183212
1,0954915 0,9381596 0,9381596 -0,1720968 -0,1720967 -0,1558396 -0,1558395
12061074 | 0,8790455 0,8790455 20,2626926 | -0,2626957 | -0,0799806 | -0,0799806
1,3454915 0,8205325 0,8205325 -0,2808836 -0,2808836 -0,0120422 -0,0120422
1,5000000 0,7729594 0,7729594 -0,2369446 -0,2369470 0,0373218 0,0373218
1,6545085 | 0,7406049 0,7406049 0,1649139 | -0,1649138 0,0666790 0,0666790
1,7938926 0,7226563 0,7226563 -0,0944231 -0,0944252 0,0799122 0,0799121
1,9045085 | 0,7151925 0,7151925 0,0413285 | -0,0413285 0,0830366 0,0830366
1,9755283 0,7133370 0,7133370 -0,0101062 -0,0101081 0,0820113 0,0820112
2,0000000 0,7132083 0,7132083 0,0000000 0,0000000 0,0811458 0,0811458
Cizelge 3. TFM ve PCY yontemlerinin hata analizi
Hhata S, hata Sy hata
n TFM PCM TFM PCM TFM PCM
4 3,8221x107° | 1,7699x1073 | 9,9384x107° | 8,0890x107° | 5,1769x10™* | 3,6894x107°®
8 1,4837x1077 | 1,8362x107° | 7,2785x107° | 1,5432x1078 | 3,2844x10~* | 5,9158x107°
10 5,2865x1078 | 5.8971x1078 | 6,6115x107° | 6,098x1071° | 2,8723x10~* | 2,225x1071°
16 6,1090x107% | 1,750x10712 | 5,3425x107° | 2,967x1071* | 2,1941x10~* | 1,175x10~1*
20 2,2055x107°% | 3,055x10712 | 4,8120x107° | 5.402x107*5 | 1,9399x10~* | 1,529x10~*
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6. EKLER

6.1. Ek 1

Enerji denge denklemi (25) asagidaki formda
yazilirsa

d ( de) FNZ2E0=0 (44)
az\sqg) NS

elde edilen Bessel diferansiyel denklemin (43)
genel ¢6ziimii [2]
0=C,Jy(Ni§)+C, Y (Ni) (45)
seklinde bulunur. Burada J, birinci tip Bessel
fonksiyonunu, Y, ise ikinci tip Bessel
fonksiyonunu ifade etmektedir. C; ve C, sabitleri
ise sinir sartlari (26-27) kullanilarak

oo Y, (NRi) 46
P T,(ND Y, (NRi)-Yo(Ni)J, (NRi) (46)
n J,(NRi) @

Jo(ND Y, (NRD)-Y,(Ni)J,(NRi)

olarak elde edilirler.

6.2. Ek 2

Esitlik 19°da verilen ikinci dereceden homojen
olmayan adi diferansiyel denklemin sol tarafindaki

gu - E_Zu ifadesini boliimiin tiirevi seklinde
yazarsak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

. (O ,
U+ (E) =(1+v)y (48)

Esitlik 48’deki diferansiyel denklemin 1 ile &
arasindaki belirli integrali alinirsa

u® _

a(9-u (1)+T-U(1)=(1+V)x(9(§)-9(1)) (43)
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elde edilir. Bu ifadede gegen u(1)+u(1)
sabitlerini d; olarak tanimlanip, boyutsuz
sicakligim sinirdaki degeri (26) yazilirsa birinci
derecenden homojen olmayan adi diferansiyel
denklem asagidaki gibi elde edilir.

1_1'+% :(1+v)x(6—1)+d1 (49)

Esitlik 49’un her iki tarafi ¢ ile ¢arpilirsa

e+ =(1+v)x(0-1)&+d, & (50)

elde edilir. Esitlik 50°de verilen ifadenin sol tarafi
carpimin tiirevi seklinde diizenlenirse

@) =(1+V)x(6-1)&+d, & (51

elde edilir. Esitlik 51°deki diferansiyel denklem 1
ile & arasindaki belirli integrali alinirsa

d,& d
u (H&u ()= (1+v)xf (o- 1)ndn+l—é ?1

elde edilir. Bu esitlikte gegen (12—1 sabitini D, u (1)-
012—1 sabitini ise D, olarak tanimlarsak

g
1 e=(1+)y f (0-1)ndn +D, E-+D, (53)
1

elde ederiz. Esitlik 53’te elde edilen ifadenin her
iki tarafi da ¢ ile sadelestirilirse boyutsuz
deplasman denkleminin ¢oziimii asagidaki gibi
elde edilir

__(I+v)x

u= j (6-1)ndn+ D, §+? (54)

Elde edilen boyutsuz deplasman denklemi radyal
ve tegetsel gerinme denklemlerinde (13-14) yerine
yazilirsa, radyal gerinme ve tegetsel gerinme

(1 +V)y
& = = f(e Dndn
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D,
H(00- 1 +D- 3 (55)
(1+v)y (¢ D
e J (O-nant D+ (56)

seklinde elde edilir. Bu gerinme denklemleri de
gerilme denklemlerinde (10-11) yerine yazilirsa
boyutsuz radyal ve tegetsel gerilme

Sy =-£2 f é(G—I)ndnJri-
el (1-v)
D, xTo

(1) (V)(Ty-T,) (57)
: D
Se :-x9+§2 fl (6-1ndn +ﬁ
D, y )
’ (1+v)& “(1-v) <V+ (Tb-Tw)> (58)

denklemleri olusur. Bu denklemlerdeki D; ve D,
sabitleri smir kosullar1 (15-16) kullanilarak
asagidaki gibi elde edilmistir.

_Dy(1-v)  oTy
N E G 9
1+ R
2=(sz:" f (0-1)ndn (60)
- 1
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